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xを確率変数として，x の平均値がm ，分散がσ 2 とする．
いま，N 個の確率変数 x1, x2,..., xN が同じ確率分布に従う場合を考える．このとき，

X = x1 + x2 + ...+ xN
の平均値と分散は，次式で与えられる．

(1)
X = Nm

X − X( )2 = Nσ 2

また，次の中心極限定理が成り立つ．

(2) N→∞のとき，X は平均と分散が(1)のGauss分布に従う．

【式(1)の証明】平均の式は明らか．分散については，

X − X( )2 = X 2 − X 2 = xix j
i, j
∑ − N 2m2

右辺第２項を計算すると

xix j
i, j
∑ = xi

2

i
∑ + xi x j

i≠ j
∑ = xi

2

i
∑ + xi x j

i, j
∑ − xi

2

i
∑⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟

= N m2 +σ 2( ) + N 2m2 − Nm2( ) = Nσ 2 + N 2m2

よって

X − X( )2 = xix j
i, j
∑ − N 2m2 = Nσ 2 + N 2m2 − N 2m2 = Nσ 2

【中心極限定理(2)の証明】

X = x1 + x2 + ...+ xN = x j
j=1

N

∑ = f x1, x2,..., xN( )が従う確率分布P X( )を求める．

ステップ関数をθ x( ) とすると， f がA 以下の値をとる確率は，次式で与えられる．

θ A − f x1, x2,..., xN( )( )

したがって， f がX 以上，X + dX 以下の値をとる確率P X( )dX は

P X( )dX = θ X + dX − f x1, x2,..., xN( )( ) − θ X − f x1, x2,..., xN( )( )
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右辺をdX について展開し，dθ x( )
dx

= δ x( )を用いると

P X( ) = δ X − f x1, x2,..., xN( )( )

ここで δ x( ) = dk
2π−∞

∞

∫ e− ikx を用いると

(3) P X( ) = dk
2π−∞

∞

∫ exp −ik X − f x1, x2,..., xN( )( )( ) = dk
2π−∞

∞

∫ e− ikX exp ikf x1, x2,..., xN( )( )

f x1, x2,..., xN( ) = x j
j=1

N

∑ だから

(4) exp ikf x1, x2,..., xN( )( ) = exp ik x j
j=1

N

∑⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
= exp ikx1( ) N

最後の等式ではx1, x2,..., xN が同じ確率分布に従うことを用いた．

x1 = xと書くと， x = m ， x − x( )2 =σ 2 より

ln exp ikx( ) = ln 1+ ik x − 1
2
k2 x 2 + ...⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ = ik x − 1

2
k2 x 2 + ...+ k

2

2
x 2 + ...

= imk − 1
2
σ 2k2 + ...

よって，式(3)と式(4)より

 

P X( ) = dk
2π−∞

∞

∫ e− ikX exp ikx( ) N
= dk

2π−∞

∞

∫ e− ikX exp iNmk − 1
2
Nσ 2k2 + ...⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

!
dk
2π
exp i Nm − X( )k − 1

2
Nσ 2k2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟−∞

∞

∫

= dk
2π−∞

∞

∫ exp − 1
2
Nσ 2 k − i Nm − X( )

Nσ 2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

− 1
2
Nm − X( )2
Nσ 2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

= 1
2πNσ 2

exp −
X − Nm( )2
2Nσ 2

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟

ゆえに，X が従う確率分布は，次のGauss分布となる．

(5)
 
P X( ) ! 1

2πNσ 2
exp −

X − Nm( )2
2Nσ 2

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
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